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Diskretna interpretacija Riemannovega upodobitvenega izreka
Povzetek
V diplomskem delu bomo obravnavali diskretno interpretacijo Riemannovega upodo-
bitvenega izreka oziroma alternativni postopek iskanja biholomorﬁzma med poljubno
pravo, enostavno povezano in odprto podmnoºico kompleksne ravnine in enotskim
diskom. Ta bo temeljil na dejstvu, da konformna preslikava na inﬁnitezimalni ravni
kroºnice preslika v kroºnice. Natan£neje, predstavili bomo metodo polnjenja s kro-
ºnicami in z njeno pomo£jo deﬁnirali zaporedje diskretnih preslikav, ki jih bomo
zvezno raz²irili na triangulacijo obeh obmo£ij. Izkazalo se bo, da v limiti dobimo
biholomorfno preslikavo iz Riemannovega upodobitvenega izreka.
The Discrete Interpretation of The Riemann Mapping Theorem
Abstract
In this thesis we will observe the Riemann mapping theorem in an alternative way
through the theory of discrete analytic functions. The fact that conformal mapping
sends inﬁnitesimal circles to circles will be used to construct biholomorphism be-
tween non-empty simply connected open subset of the complex plane and the open
unit disk. We will describe a method called circle packing, which will help us to
deﬁne a sequence of discrete mappings which can be continuously extended to a
triangulation of both domains. Finally, we will prove that this sequence converges
to a conformal mapping, which conicides with the one from the Riemann mapping
theorem.
Math. Subj. Class. (2010): 30C62, 30C35, 30G25
Klju£ne besede: konformne preslikave, kvazikonformne preslikave, polnjenje s kro-
ºnicami
Keywords: conformal mappings, quasiconformal mappings, circle packing
1. Uvod
Kompleksna analiza je veja matematike, ki se je razmahnila v 19. stoletju. Osre-
dnji predmet njene obravnave so kompleksne funkcije, med katerimi so ²e posebej
izpostavljene tiste s kompleksno linearnim diferencialom (holomorfne funkcije). Naj-
bolj znan rezultat s tega podro£ja matematike je Riemannov upodobitveni izrek, ki
zagotavlja obstoj biholomorﬁzma (obrnljive holomorfne funkcije s holomorfnim in-
verzom) med poljubno pravo, enostavno povezano in odprto domeno v kompleksni
ravnini ter enotskim diskom. Leta 1851 ga je v svoji doktorski disertaciji dokazal
Bernhard Riemann. Pri tem je uporabil Dirichletov princip za re²evanje Laplaceove
ena£be, predpostavil pa je tudi, da ima izbrano enostavno povezano obmo£je odse-
koma zvezen rob. Kasneje so izrek v ve£ji splo²nosti dokazali tudi drugi: leta 1912
C. Carathéodory z uporabo Riemannovih ploskev in leta 1922 L. Fejér in F. Riesz s
pomo£jo Montelovega izreka in re²itvijo ekstremalnega problema.
V svoji diplomski nalogi bom opisala precej sodobnej²i na£in obravnave Rieman-
novega izreka, ki izhaja iz 90. let prej²njega stoletja. Natan£neje, predstavila bom
na£in vizualizacije Riemannove preslikave, ki temelji na konceptu iz diskretne teorije
analiti£nih funkcij, imenovanem polnjenje s kroºnicami (angle²ko circle packing).
Tak alternativni pristop je leta 1985 predlagal W. Thurston, dokazala pa sta ga
B. Rodin in D. Sullivan. Njegova osrednja ideja je konstrukcija zaporedja diskretnih
preslikav, ki vedno manj²im kroºnicam v domeni priredijo kroºnice v kodomeni. Z
zmanj²evanjem radija v limiti dobimo konformno preslikavo.
Prvo poglavje je namenjeno formulaciji in geometrijski interpretaciji Riemanno-
vega upodobitvenega izreka. Deﬁnirali bomo holomorfne funkcije ter tiste z neni-
£elnim odvodom predstavili kot razred konformnih preslikav dvorazseºnega realnega
prostora nase. Nato si bomo ogledali pojem kvazikonformne preslikave ter obravna-
vali izrek, ki se nana²a na konvergenco zaporedja takih preslikav.
V drugem poglavju se bomo posvetili metodi polnjenja s kroºnicami. Pokazali
bomo, da pri danem radiju za vsako enostavno povezano mnoºico obstaja maksi-
malno polnjenje s kroºnicami, ter predstavili idejo konstrukcije zaporedja diskretnih
preslikav s pomo£jo te metode. Tretje poglavje je namenjeno dokazu konvergence
konstruiranega zaporedja. Ta bo razdeljen v tri korake.
1.1. Holomorfne funkcije in konformne preslikave. Za za£etek ponovimo ne-
kaj osnovnih pojmov, povezanih s teorijo holomorfnih funkcij, povzetih po viru [3,
poglavje 6]. Naj bo Ω ⊂ R2 odprta mnoºica in fR = (u, v) : Ω→ R2 diferenciabilna
preslikava realnih spremenljivk x in y. e v njen predpis vstavimo izraza
x =
z + z¯
2
, y =
z − z¯
2i
,
kjer je z = x+ iy, jo lahko zapi²emo v ekvivalentni, kompleksni obliki
fC = u+ iv : Ω→ C.
Taka karakterizacija realnih preslikav s kompleksnimi funkcijami je precej standar-
dna, zato bomo v nadaljevanju oba predpisa, fC in fR, ozna£ili kar s f .
Klju£no vpra²anje kompleksne analize je, pod katerimi pogoji obstaja kompleksni
odvod funkcije f v to£ki z ∈ Ω. To je, kdaj je dobro deﬁnirana naslednja limita
f ′(z) = lim
h→0
f(z + h)− f(z)
h
.
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Izkaºe se, da je odgovor pritrdilen le za poseben razred holomorfnih funkcij, katerih
realni in imaginarni deli na Ω zado²£ajo tako imenovanemu Cauchy-Riemannovemu
sistemu ena£b:
ux = vy, uy = −vx.
Ekvivalenten na£in za izraºavo Cauchy-Riemannovega pogoja dobimo tudi s pomo-
£jo vpeljave kompleksnih odvodov
fz =
1
2
(fx − ify) ,(1)
fz¯ =
1
2
(fx + ify) .(2)
In sicer je funkcija f holomorfna natanko tedaj, ko v vsaki to£ki iz Ω velja
fz¯ = 0.
Izkaºe se, da se v tem primeru ujemata izraza f ′ in fz, zato v kontekstu holomorfnih
funkcij za odvod po kompleksni spremenljivki navadno uporabljamo kar prvega.
Za holomorfno preslikavo f : Ω1 → Ω2 pravimo, da je biholomorfna, kadar obstaja
tudi njen inverz. Velja namre£, da je zaradi kompleksne verzije izreka o implicitni
funkcij tak inverz tudi holomorfen. Kakorkoli, za nas bo v prvi vrsti pomemben
geometrijski aspekt biholomorfnih funkcij, zato bomo v nadaljevanju dokazali, da
take funkcije (na inﬁnitezimalni ravni) ohranjajo tako kote kot orientacijo. Natan£-
neje, dokazali bomo, da imajo tako lastnost vse holomorfne funkcije, ki so lokalno
obrnljive, to je, zado²£ajo pogoju: f ′(z0) ̸= 0 za vsak z0 ∈ Ω.
Deﬁnicija 1.1. Preslikava je konformna, £e ohranja kote in orientacijo v vsaki to£ki
svoje domene.
Dodajmo, da imamo v mislih obi£ajno deﬁnicijo kotov med krivuljama, to je kot
med tangentama krivulj v opazovani to£ki. Prav tako se drºimo obi£ajne deﬁnicije,
da linearna preslikava ohranja orientacijo natanko tedaj, ko je njena determinanta
pozitivna. Posledi£no vsaka zvezno odvedljiva funkcija f : Rn → Rn ohranja orien-
tacijo v okolici neke to£ke p ∈ Rn, kadar velja, da je determinanta njene Jacobijeve
matrike v p pozitivna.
Izrek 1.2. Naj bo Ω ⊂ C odprta. Funkcija f : Ω→ C je holomorfna in velja f ′(z0) ̸=
0 za vsak z0 ∈ Ω natanko takrat, ko za pripadajo£o realno preslikavo f : Ω→ R2 velja,
da je konformna.
Pred dokazom izreka si oglejmo nekaj primerov.
Primer 1.3. Naj bo f(z) = zei
π
4 .
Slika 1. Primer delovanja funkcije f(z) = zei
π
4 na trikotniku v ravnini.
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Funkcija f je holomorfna, velja pa tudi
|f(z)| = |z||eiπ4 | = |z|
in
arg(f(z)) = arg(zei
π
4 ) = arg(|z|eiπ4 ei arg(z)) = π
4
+ arg(z).
Ker gre za rotacijo, ki sliko obrne za kot π
4
v pozitivni smeri, vemo, da zagotovo
ohranja kote in orientacijo, torej je konformna. ♦
Primer 1.4. Naj bo f(z) = z¯. Konjugiranje seveda ni holomorfna transformacija,
geometrijsko pa podaja zrcaljenje £ez realno os.
Slika 2. Primer delovanja funkcije f(z) = z¯ na trikotniku v ravnini.
To pomeni, da ohranja razdalje in kote, vendar ne ohranja orientacije in zato ni
konformna preslikava. ♦
Primer 1.5. Schwarz-Christoﬀelove preslikave so biholomorfne funkcije, ki zgornjo
polravnino {w|Im(w) ≥ 0} preslikajo na notranjost poljubnega mnogokotnika, pri
£emer realno os slikajo na rob. Pri njihovi obravnavi se omejimo na trikotnike. Naj
bodo α, β, γ notranji koti in a < b < c, c = ∞ to£ke na realni osi, ki jih ºelimo
slikati v ogli²£a. Iskana preslikava ima obliko
f(w) = A+B
∫
(w − a)−απ (w − b)−βπ dw,
kjer sta A in B ustrezni kompleksni konstanti (glej [4]).
Slika 3. Schwarz-Christoﬀelova preslikava za enakostrani£ni trikotnik.
Slika 3 ilustrira delovanje preslikave, pri kateri za a in b izberemo ²tevili 1 in −1, v
tretje ogli²£e enakostrani£nega trikotnika pa preslikamo neskon£nost. Ker so takrat
notranji koti trikotnika enaki π
3
, ima preslikava obliko
f(ζ) = A+B
∫
dw
(w − 1) 23 (w + 1) 23
za ustrezni kompleksni konstanti A in B. ♦
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Dokaºimo sedaj zgornji izrek 1.2, ki ena£i konformne in holomorfne preslikave.
Dokaz izreka 1.2. Poglejmo na f : Ω → R2 kot na realno preslikavo oziroma kot na
parametrizacijo ploskve v ravnini. Orientacijo bo ohranjala natanko tedaj, ko bo
det Jf > 0. Nadalje iz diferencialne geometrije vemo, da je preslikava f : Ω → R2
konformna natanko tedaj, ko velja(
E ′ F ′
F ′ G′
)
= λ2
(
E F
F G
)
,
kjer so E,F,G koeﬁcienti prve fundamentalne forme za Ω in E ′, F ′, G′ za R2 ter
kjer je λ > 0 poljubna konstanta. e za parametrizacijo Ω izberemo ortonormirano
bazo, postane pogoj enak
E = G = λ2,
F = 0.
Preslikava o£itno ohranja orientacijo, da pa bo ohranjala tudi kote, se zlahka pre-
pri£amo; ohranjati mora skalarni produkt do mnoºenja z nekim pozitivnim ²tevilom
λ2 natan£no, saj mora veljati enakost
cos δ = cos δ′,
kjer je δ kot med a⃗, b⃗ ∈ Ω ter δ′ kot med a⃗′, b⃗′ ∈ R2. Enakost lahko razpi²emo v
obliko
a⃗T b⃗
|⃗a||⃗b| =
a⃗′
T
b⃗′
|a⃗′||b⃗′| ,
z upo²tevanjem vrednosti koeﬁcientov prve fundamentalne forme pa se prepri£amo,
da enakost v tem primeru zares drºi:
a⃗′
T
b⃗′
|a⃗′||b⃗′| =
a⃗T
(
λ2 0
0 λ2
)
b⃗
λ2|⃗a||⃗b| =
a⃗T b⃗
|⃗a||⃗b| .
Naj bo
ρ⃗(x, y) = (u(x, y), v(x, y))
omejena lokalna parametrizacija za to£ko (x, y) ∈ Ω in ρ⃗x = (ux, vx) ter ρ⃗y = (uy, vy)
odvoda po realnih spremenljivkah. Veljati mora
E = u2x + v
2
x = G > 0,
F = uxuy + vxvy = 0.
Temu pogoju je zado²£eno natanko tedaj, ko velja ||ρ⃗x|| = ||ρ⃗y|| in ρ⃗x ⊥ ρ⃗y, kar je
moºno v natanko dveh primerih.
Prva moºnost je, da velja (−vx, ux) = (uy, vy). To porodi holomorfno funkcijo
f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y),
saj opazimo, da njena imaginarni in realni del zado²£ata Cauchy-Riemannovem sis-
temu ena£b. Ker velja
det Jf = u
2
x + v
2
x = |f ′(z)|2 = E > 0,
preslikava ohranja tudi orientacijo. S tem smo pokazali, da so tak²ne holomorfne
preslikave tudi konformne.
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Druga moºnost je, da velja (vx,−ux) = (uy, vy). To porodi funkcijo
f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y),
ki je antiholomorfna (Cauchy-Riemannovemu sistemu ena£b ustrezata u in −v). Ker
pa zanjo velja
det Jf = −u2x − v2x < 0,
taka preslikava ne ohranja orientacije in ne ustreza deﬁniciji konformnosti. Sledi, da
so tudi vse konformne preslikave nujno holomorfne.
Preverimo ²e, da ima dobljena holomorfna funkcija zares prvi odvod razli£en od
0. Zapi²emo ga lahko v obliki
fz =
1
2
(fx − ify) ,
kar razpi²emo v izraz
fz =
1
2
(ux + vy + i(vx − uy))
in opazujemo njegovo absolutno vrednost
|fz|2 = 1
4
((ux + vy)
2 + (vx − uy)2)
=
1
4
(u2x + v
2
x + u
2
y + v
2
y)
=
1
4
(E +G) > 0.
S tem smo dokazali, da pojma konformnosti in holomorfnosti z neni£elnim odvodom
sovpadata. 
Z identiﬁkacijo biholomorfnih in konformnih preslikav smo zdruºili analiti£en in
geometrijski pogled na Riemannov upodobitveni izrek. Zapi²imo ga torej v analiti£ni
obliki, nato pa intrepretirajmo ²e njegovo geometrijsko vrednost.
Izrek 1.6 (Riemannov upodobitveni izrek). Vsaka prava, enostavno povezana in
odprta podmnoºica Ω ⊂ C je biholomorfno ekvivalentna odprtemu enotskemu disku,
to je, obstaja biholomorfna preslikava F : D→ Ω.
Po izreku 1.2 lahko v upodobitvenem izreku 1.6 iskanje biholomorfne preslikave
nadomestimo z iskanjem konformne preslikave, ki sicer spreminja razdalje, a ohranja
kote in orientacijo. Izrek 1.6 torej zagotavlja, da lahko vsako pravo, enostavno
povezano in odprto podmnoºico v R2 konformno deformiramo v odprt enotski disk.
1.2. Kvazikonformne preslikave. Videli smo, da lahko konformne preslikave ena-
£imo s holomorfnimi funkcijami, ki imajo neni£eln odvod. Slednje imajo v poljubni
to£ki z0 ∈ Ω razvoj, ki je do drugega reda natan£no enak
f(z) ≈ f ′(z0)(z − z0) + f(z0).
Geometrijsko to pomeni, da jih je mo£ aproksimirati z linearno transformacijo, ki
jo tvorijo translacija za vektor f(z0), rotacija za arg(f ′(z0)) in sredi²£ni razteg za
faktor |f ′(z0)|. Vse tri operacije imajo lastnost, da kroºnice slikajo v kroºnice (ne
nujno enakega radija in sredi²£). e torej opazujemo druºino kroºnic s sredi²£em v
z0 in padajo£im radijem, dobimo v sliki sklenjene krivulje, ki so vedno bolj podobne
pravim kroºnicam. Temu pojavu re£emo, da konformna preslikava na inﬁnitezimalni
ravni slika kroºnice v kroºnice.
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V tem razdelku bomo tovrstno inﬁnitezimalno interpretacijo kompleksnih funkcij
izkoristili za deﬁnicijo novega razreda preslikav, ki vklju£uje tudi razred konformnih
preslikav, vendar pa je v splo²nem bolj ﬂeksibilen.
Deﬁnicija 1.7. Preslikava f je kvazikonformna, £e na inﬁnitezimalni ravni kroºnice
slika v elipse z enakomerno omejeno ekscentri£nostjo.
Za za£etnika teorije kvazikonformnih preslikav velja H. Grötzsch, ki je leta 1928
podal zgornjo deﬁnicijo. elel je namre£ poiskati preslikavo, ki slika ogli²£a kvadrata
v ogli²£a trikotnika. Ker taka preslikava v holomorfni kategoriji ne obstaja, je svoje
iskanje raz²iril na kvazikonformne preslikave.
Oglejmo si pogoje za kvazikofnormnost dane preslikave ²e nekoliko podrobneje.
Naj bo f : Ω→ C funkcija, z0 ∈ Ω in w0 = f(z0). Za δ > 0 deﬁniramo
Lδ = max{|f(z)− w0|; |z − z0| = δ},
lδ = min{|f(z)− w0|; |z − z0| = δ}.
e opazujemo kvocient obeh koli£in, ko gre δ → 0, dobimo koli£ino, ki jo imenu-
Slika 4. Popa£enje kroºnice v kvazikonformni preslikavi.
jemo dilatacija. Ta nam pove, kako zelo se na inﬁnitezimalni ravni popa£i za£etna
kroºnica:
Df (z0) = lim sup
δ→0
Lδ
lδ
.
Pripomnimo, da tako najve£je stekali²£e vedno obstaja, saj smo privzeli, da imajo
pripadajo£e elipse omejeno ekscentri£nost. Enakomernost v deﬁniciji se nana²a na
omejenost dilatacije glede na domeno preslikave. To pomeni, da lahko izberemo tako
²tevilo K, da je dilatacija manj²a od K v vsaki to£ki svoje domene. Dodajmo, da je
dilatacija odvisna od to£ke, v kateri jo ra£unamo, in ni konstantna na vsej domeni.
Taka omejenost nam poda ²e podrobnej²o deﬁnicijo razreda preslikav.
Deﬁnicija 1.8. Naj bo K ≥ 1. Preslikava f je K-kvazikonformna, £e zanjo velja,
da je Df < K.
Za laºje ra£unanje v nadaljevanju podajmo izraºavo dilatacije ²e s koeﬁcienti prve
fundamentalne forme, vir [1, str. 6]. Naj bo
f(x, y) = (u(x, y), v(x, y))
parametrizacija dane ploskve v ravnini. Diferenciala v neki to£ki (x0, y0) sta tedaj
du = uxdx+ uydy,
dv = vxdx+ vydy,
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geometrijsko pa si ju lahko predstavljamo kot preslikavo (dx, dy)→ (du, dv), ki slika
inﬁnitezimalne kroºnice v inﬁnitezimalne elipse. Ena£bo kroºnice in sliko dobljene
elipse z uporabo koeﬁcientov prve fundamentalne forme zapi²emo kot
du2 + dv2 = Edx2 + 2Fdxdy +Gdy2,
kar je v matri£nem zapisu enako(
du dv
)(du
dv
)
=
(
dx dy
)(E F
F G
)(
dx
dy
)
.
Lastni vrednosti te kvadratne forme predstavljata ravno kvadrat dolºin polosi slikane
elipse v novem koordinatnem sistemu, ki ga dolo£ata lastna vektorja te matrike.
Lastni vrednosti zapi²emo kot re²itvi ena£be⏐⏐⏐⏐E − λ FF G− λ
⏐⏐⏐⏐ = 0,
oziroma kot ni£li polinoma
λ2 + λ(−E −G) + EG− F 2 = 0.
Dobimo vrednosti
λ1,2 =
E +G±√(E −G)2 + 4F 2
2
,
kar pomeni, da dilatacijo podaja izraz
Df =
(λ1
λ2
)1/2
=
E +G+
√
(E −G)2 + 4F 2
2
√
EG− F 2 .(3)
Videli smo, da so konformne funkcije tesno povezane s holomorfnimi, zato pogoje
za kvazikonformnost obravnavajmo ²e v kompleksni notaciji. Naj bo f = u+ iv di-
ferenciabilna in ne nujno holomorfna funkcija, ki ohranja orientacijo. Determinanta
njene realne Jacobijeve matrike je tedaj enaka
det J = uxvy − vxuy.
S pomo£jo izraºav (1), (2) lahko zapi²emo
fz =
1
2
(ux + vy + i(vx − uy)),
fz¯ =
1
2
(ux − vy + i(vx + uy))
ter opazimo, da velja
|fz|2 − |fz¯|2 = 1
4
((ux + vy)
2 + (vx − uy)2 − (ux − vy)2 − (vx + uy)2) = uxvy − vxuy,
kar pomeni, da je
det J = |fz|2 − |fz¯|2.
Predpostavimo, da preslikava ohranja orientacijo, zato je det J > 0, posledi£no pa
velja |fz¯| < |fz|. S pomo£jo kompleksnega diferenciala preslikave f
dw = fzdz + fz¯dz¯
in upo²tevanjem zveze |dz| = |dz¯| lahko s trikotni²ko neenakostjo ocenimo vrednost
|dw| na slede£ na£in:
(|fz| − |fz¯|)|dz| ≤ |dw| ≤ (|fz|+ |fz¯|)|dz|.
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Dobili smo torej zgornjo in spodnjo mejo za absolutno vrednost inﬁnitezimalnega
kompleksnega ²tevila oziroma vektorja dw = du + idv v odvisnosti od |dz|. Obe
lahko doseºemo, £e za dz izberemo vektor, pri katerem sta fzdz in fz¯dz¯ linearno
odvisna. Ker f mnoºico vektorjev z lastnostjo |dz| = 1 preslika v elipso, lahko
dilatacijo izrazimo s kvocientom:
Df =
|fz|+ |fz¯|
|fz| − |fz¯| ≥ 1.
Ta pogoj se pogosto izrazi tudi s pomo£jo naslednjega kvocienta
df =
|fz¯|
|fz| < 1,
kjer velja zveza
Df =
1 + df
1− df , df =
Df − 1
Df + 1
.
Iz tega zapisa izhaja tudi alternativna deﬁnicija kvazikonformnih preslikav, poda-
nih kot re²itev Beltramijeve ena£be [1]
∂f
∂z¯
= µ(z)
∂f
∂z
, |µ| = df < 1.
Diferenciabilne kvazikonformne preslikave lahko torej razumemo kot razred komple-
ksnih funkcij, pri katerih antiholomorfni odvod ni ni£eln, vendar pa je njegov modul
|fz¯| za faktor df manj²i od modula |fz|. Glede na to razmerje oziroma omejenost
dilatacije lahko kvazikonformne preslikave razdelimo ²e na manj²e podrazrede.
V zgornji kompleksni notaciji lahko sedaj prepoznamo tudi konformne preslikave,
in sicer kot razred 1-kvazikonformnih preslikav. Res, £e velja
Df =
|fz|+ |fz¯|
|fz| − |fz¯| = 1,
je to ekvivalentno pogoju
|fz|+ |fz¯| = |fz| − |fz¯|,
oziroma
fz¯ = 0.
Oglejmo si ²e najbolj elementaren primer kvazikonformne preslikave.
Primer 1.9. Naj bo f(z) = z + κz¯, 0 < κ < 1. Opazimo, da preslikava v smeri
realne osi predstavlja razteg za faktor 1 + κ, v smeri imaginarne osi pa za 1 − κ.
Njegova realna Jacobijeva matrika je tedaj enaka(
1 + κ 0
0 1− κ
)
,
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zato sta lastni vrednosti enaki 1 + κ in 1 − κ. To pomeni, da se poljubna kroºnica
|z| = δ preslika v elipso s polosema Lδ = δ(1 + κ) in lδ = δ(1− κ). Iz tega sledi, da
je njena dilatacija enaka
Df =
1 + κ
1− κ =: K.
Po drugi strani opazimo, da sta odvoda enaka fz = 1 in fz¯ = κ. Izbrano funkcijo
zato vidimo kot re²itev pripadajo£e Beltramijeve ena£be fz¯ = κfz za µ(z) ≡ κ. ♦
Za konec predstavimo ²e primer kvazikonformne preslikave, ki bo klju£en v priha-
jajo£ih poglavjih, predstavlja pa analogijo osnovnega Grotzschevega problema. Iz
primera 1.5 vemo, da lahko s pomo£jo Schwarz-Christoﬀelove preslikave konstrui-
ramo biholomorﬁzem med poljubnima trikotnikoma. Vendar pa pri tem praviloma
ne moremo zagotoviti, da bi v biholomorfni korespondenci ostala tudi njuna ogli²£a.
Izjema so pari trikotnikov, pri katerih je iskano konformno ekvivalenco mo£ dose£i
kar z ustrezno translacijo, rotacijo in raztegom. Kakorkoli, £e razred konformnih
preslikav nadomestimo s kvazikonformnimi, ta problem izgine.
Naj bo T trikotni lik z ogli²£i a1, a2 in a3. Ker je konveksen, je mogo£e vsako
njegovo to£ko w zapisati kot linearno kombinacijo
w = λ1a1 + λ2a2 + λ3a3,
pri £emer velja
λ1 + λ2 + λ3 = 1, λi ≥ 0.
Zapisu w ∈ T s trojico (λ1, λ2, λ3) pravimo tudi baricentri£ni koordinatni sistem.
Opazimo, da w leºi na stranici trikotnika T natanko tedaj, ko je vsaj eden od
koeﬁcientov ni£eln, z ogli²£em pa se ujema natanko tedaj, ko je ena od konstant
enaka 1, ostali dve pa sta ni£elni. Predpis oblike
f(λ1a1 + λ2a2 + λ3a3) = λ1a
′
1 + λ2a
′
2 + λ3a
′
3(4)
zato slika trikotnik T v trikotnik T ′ z ogli²£i a′1, a
′
2 in a
′
3 ter ohranja ogli²£a in
stranice na ºelen na£in. Ugotoviti moramo torej le ²e, pod katerimi pogoji f sodi v
kategorijo kvazikonformnih preslikav.
Ker je dilatacija neob£uljiva za translacije, rotacije in sredi²£ne raztege, se lahko
brez ²kode za splo²nost omejimo na preslikavo g med normiranima trikotnikoma T
in T ′, podanima z ogli²£i 0, 1 in z oziroma 0, 1, in z′, kjer sta z in z′ elementa odprte
zgornje polravnine
H = {z ∈ C; Im(z) > 0} .
Ker je zgoraj opisana preslikava realno aﬁna, jo lahko podamo na slede£ na£in:
g(x, y) =
(
x′
y′
)
=
(
1 a21
0 a22
)(
x
y
)
.
Prva odvoda sta torej enaka gx = (1, 0) ter gy = (a21, a22), iz £esar lahko izra£unamo
koeﬁciente prve fundamentalne forme
E = 1,
F = a21,
G = a221 + a
2
22.
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Slika 5. Preslikava med dvema normiranima trikotnikoma.
Iz formule (3) sledi, da je
Dg =
1 + a221 + a
2
22 +
√
(1− a221 − a222)2 − 4a222
2a22
=
1 + a221 + a
2
22
2a22
+
√
(1 + a221 + a
2
22)
4a222
− 1.
Vse skupaj poenostavimo v izraz
Dg = Q+
√
Q2 − 1,
kjer je
Q =
1 + a221 + a
2
22
2a22
.
Preslikava g bo K-kvazikonformna za neki K ≥ 1 natanko tedaj, ko bo omejen
tudi kvocient Q. To doseºemo tako, da predpostavimo, da sta obe prosti ogli²£i
trikotnikov z in z′ vsebovani v neki kompaktni podmnoºici E ⊂ H. Preslikava g je
torej kvazikonformna, £e sta le oba trikotnika nedegenerirana. V posebnem primeru
se lahko zgodi, da je celo konformna: koeﬁcienta a21 in a22 sta zvezno odvisna od
to£ke z′. Bliºe kot sta si z in z′, bolj podobna sta si trikotnika, matrika
(
1 a21
0 a22
)
pa
v limiti, ko z′ po²ljemo proti z, postane identi£na matrika. Posledi£no velja Q = 1
in Dg = 1, kar pomeni, da je g za z = z′ identi£na preslikava in zato tudi konformna.
Prepri£ajmo se, da dejstvo, da obe prosti ogli²£i trikotnikov z in z′ leºita v neki
kompaktni podmnoºici E ⊂ H, zares omeji izraz Q. Najprej opazovano preslikavo
zapi²imo kot
g(x, y) = (x+ a21y, a22y) = (x
′, y′).
Zaradi kompaktnosti mnoºice E lahko koordinati y ∈ E in y′ = a22y ∈ E enako-
merno omejimo navzdol in navzgor, kar implicira, da je tudi koeﬁcient a22 enako-
merno omejen navzgor in navzdol. Podobno lahko sklepamo tudi za koeﬁcient a21
zaradi omejenosti koordinat x in x′. Od tod sklepamo, da je omejen tudi izraz Q.
Interpretirajmo dobljeni rezultat ²e malce bolj geometrijsko. Za enakomerno ome-
jenost kvocienta Q morata biti izpolnjena dva pogoja: vsota a221 + a
2
22 mora biti
navzgor omejena ter determinanta transformacije, ki je enaka ²tevilu a22 in zaradi
ohranjanja orientacije pozitivna, mora biti omejena navzdol z nekim pozitivnim ²te-
vilom. Prva zahteva pove, da pri aﬁnem prehodu iz trikotnika T v trikotnik T ′ ne
dovolimo, da bi se vi²ina trikotnika T ′ prekomerno pove£ala. Natan£neje, ko s trans-
formacijo preslikamo vektor (0, 1), mora njegova norma ostati omejena. Podobno
druga zahteva navzdol omejuje plo²£ino trikotnika, ki ga tvorita sliki vektorjev (1, 0)
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in (0, 1). To pomeni, da se ta pri K-kvazikonformni preslikavi ne sme izroditi. Obe
omenjeni zahtevi ostaneta enaki, £e namesto normiranih trikotnikov obravnavamo
trikotnika v splo²ni obliki.
Za laºje citiranje teh rezultatov na²e ugotovitve strnimo v naslednjo posledico.
Posledica 1.10. Naj bo E ⊂ H poljubna kompaktna podmnoºica in fT aﬁna presli-
kava med normiranima trikotnikoma T in T ′, podana s predpisom (4). e vrhova tri-
kotnikov zado²£ata z, z′ ∈ E, obstaja K ≥ 1, da je preslikava fT K-kvazikonformna.
1.3. Normalne druºine. Kot je bilo ºe omenjeno, se v nadaljevanju ne bomo
ukvarjali zgolj z eno kvazikonformno funkcijo, temve£ z zaporedjem teh. Zato na
tem mestu dodajmo izrek, ki se nana²a na konvergenco takih zaporedij.
Kot v holomorfni teoriji tudi pri kvazikonformnih funkcijah navadno obravnavamo
zaporedja fn, ki k limitni funkciji f na Ω konvergirajo enakomerno po kompaktih.
To pomeni, da za poljubno kompaktno mnoºico E ⊂ Ω in poljuben ϵ > 0 obstaja
n0 ∈ N, da je |f(z)−fn(z)| < ϵ za vsaka z ∈ E in n > n0. Poleg tega lahko na obi£a-
jen na£in deﬁniramo tudi normalne druºine funkcij, to je, druºina kvazikonformnih
funkcij F je normalna natanko tedaj, ko vsako zaporedje iz F vsebuje konvergentno
podzaporedje, pri £emer limitna funkcija ni nujno element F . S pomo£jo predsta-
vljenih deﬁnicij lahko sedaj formuliramo posplo²eno obliko Montelovega izreka, ki
govori tudi o moºnih limitah zaporedja K-kvazikonformnih funkcij. Njegov dokaz
najdemo v [2, str. 14].
Izrek 1.11. Druºina K-kvazikonformnih preslikav je normalna, limitne funkcije
zaporedij pa so bodisi K-kvazikonformne bodisi konstantne.
2. Thurstonova domneva in metoda polnjenja s kroºnicami
Leta 1985 je ameri²ki matematik William Thurston predstavil idejo, kako s po-
mo£jo zaporedja diskretnih preslikav priti do konformne preslikave med dvema eno-
stavno povezanima obmo£jema. Pri tem je uporabil metodo polnjenja s kroºnicami
(angl. circle packing), kjer je disjunktnim kroºnicam v domeni priredil kroºnice v
kodomeni. Domneval je, da se da z zmanj²evanjem radija v limiti dose£i, da se
kroºnice preslikajo v kroºnice, in tako konstruirati konformno preslikavo. Domnevo
sta v svojem £lanku leta 1987 potrdila B. Rodin in D. Sullivan, metoda polnjenja
s kroºnicami pa je postala eden od pomembnih alternativnih pristopov pri obrav-
navi kvazikonformnih preslikav. Med najve£ja imena tega podro£ja gotovo sodi tudi
K. Stephenson, ki je na temo te metode napisal tri monograﬁje  na eno izmed njih,
[7], se bomo naslonili tudi v tem diplomskem delu.
Ideja metode temelji na dejstvu, ki smo ga spoznali v prej²njem poglavju  da
konformna preslikava na inﬁnitezimalni ravni slika kroºnice v kroºnice. Thurstonov
koncept pojasnjuje, da lahko to lastnost uporabimo za konstrukcijo preslikave iz Ri-
emannovega upodobitvenega izreka. In sicer tako, da enostavno povezano obmo£je
prekrijemo z vzorcem enako velikih kroºnic, nato pa jih preslikamo v enotski disk ter
poskrbimo, da imajo tudi v sliki obliko kroºnice. Z zmanj²evanjem radija oziroma
pove£evanjem ²tevila kroºnic v originalnem prekritju tako v limiti dobimo presli-
kavo, ki naj bi imela ºeleno inﬁnitezimalno lastnost. Povedano druga£e, postopek
konvergira k preslikavi iz Riemannovega upodobitvenega izreka, hkrati pa ponuja
dobro predstavo, kako iskana preslikava deformira prvotno obmo£je.
V tem in naslednjem poglavju bomo Thurstonovo idejo realizirali in predstavili
vse gradnike teorije, ki so potrebni za konstrukcijo primernega zaporedja preslikav,
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Slika 6. Delovanje holomorfne funkcije f(z) = z−i
z+i
na del prvega
kvadranta. Vir [5, str. 9, slika 1.3].
in tudi dokaz njihove konvergence. Pri tem se bo izkazalo, da se v metodi prepletajo
kombinatori£ne in analiti£ne metode. Zaradi narave svojega diplomskega dela se
bom podrobneje posvetila slednjim, nekatere rezultate iz teorije diskretnih funkcij
pa bom zgolj predstavila.
Kakorkoli, za za£etek si oglejmo delovanje metode na primeru. Idejo ilustrira
slika 6, kjer biholomorﬁzem f(z) = z−i
z+i
vizualiziramo tako, da zgornjo polravnino
napolnimo z vzorcem enako velikih kroºnic z radijem 1/n, n ∈ N. Z dano preslikavo f
nato preslikamo sredi²£a kroºnic v enotski disk, tam pa slikanim sredi²£em poi²£emo
take radije, da se dobljene kroºnice dotikajo, a £im manj sekajo. Dobljeno diskretno
bijekcijo med sredi²£i kroºnic ozna£imo z fn : Ω → D. Opazimo, da z gostitvijo
polnjenja dobimo vedno bolj²i pribliºek ºelene konformne preslikave.
2.1. Metoda polnjenja s kroºnicami. Za za£etek formalizirajmo zgoraj omenjen
postopek prekrivanja obmo£ij s kroºnicami ter deﬁnirajmo pojme, ki jih bomo upo-
rabljali v nadaljevanju. Pravimo, da sta dve kroºnici tangentni, £e se dotikata v
natanko eni to£ki, odprta diska, ki ju pri tem obkroºita, pa sta disjunktna. Naboru
zaporedoma tangentnih kroºnic S1, S2, . . . , Sn pravimo veriga dolºine n, £e pa sta
tangentni tudi kroºnici S1 in Sn, taki verigi re£emo cikel dolºine n. Nadalje za obmo-
£je Ω deﬁniramo polnjenje s kroºnicami kot nabor kroºnic v Ω, ki so paroma bodisi
tangentne bodisi disjunktne, pri tem pa so zaprti diski, ki jih kroºnice obkroºijo,
paroma disjunktni. Nazadnje re£emo, da je neka kroºnica v polnjenju obmo£ja Ω
robna, £e v polnjenju ne obstaja cikel kroºnic, ki bi jo obkroºil.
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Slika 7. Primer regularnega ²estkotnega prekritja, levo, ter maksi-
malnega polnjenja, desno.
Oglejmo si ²e nekaj posebnih lastnosti polnjenj. Ker obravnavamo enostavno
povezana obmo£ja, zahtevamo, da med poljubnima kroºnicama polnjenja obstaja
veriga, ki se pri£ne v prvi in kon£a v drugi kroºnici. S tem zagotovimo, da so tudi
polnjenja povezana. Za polnjenje re£emo, da je maksimalno, kadar se vse robne
kroºnice dotikajo robne krivulje ∂Ω. Na ta na£in pokrijemo najve£jo povr²ino Ω
pri danih omejitvah (²tevilo kroºnic, dolo£ena sosednost). Maksimalno polnjenje si
torej lahko predstavljamo kot re²itev problema, kako iz pi²kotnega testa narediti
dolo£eno ²tevilo pi²kotov s £im manj odpadka. Ker v domeni do njega tipi£no
pridemo ²ele v limiti, uvedimo tudi izraz za nabor kroºnic, ki obmo£je Ω pokrijejo,
vendar segajo preko njegovega roba. e obstaja Ω′, da velja Ω¯ ⊆ Ω′, vsako njeno
polnjenje, katerega robne kroºnice sekajo ali so tangentne na ∂Ω, imenujemo prekritje
s kroºnicami za Ω.
Slika 8. Dva razli£na dela polnjenja z isto kombinatoriko ter pripa-
dajo£a nosilca.
Pri obravnavi na²ega problema bomo izbrano enostavno povezano obmo£je Ω
prekrili z regularnim ²estkotnim prekritjem. To je prekritje, v katerem imajo vse
kroºnice enake radije, vsaka ne-robna kroºnica pa ima natanko ²est sosed. Temu
bomo na drugi strani priredili maksimalno ²estkotno polnjenje enotskega diska, torej
polnjenje z enako geometrijo, a razli£nimi radiji kroºnic. Pri tem poudarimo, da je
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izbira ²estkotnega vzorca klju£na, saj nam njegove geometrijske lastnosti omogo£ijo
zelo dobro kontrolo nad deformacijo obmo£ja Ω v iterativnem procesu.
Za kroºnici, ki sta tangentni, velja, da njuno edino prese£i²£e leºi na daljici, ki
povezuje obe sredi²£i. Polnjenju oziroma prekritju lahko zato priredimo graf, kjer
za vozli²£a izberemo sredi²£a tangentnih kroºnic, za povezave pa daljice, ki potekajo
med sredi²£i sosednjih kroºnic. Dobimo nabor trikotnikov, njihovo unijo (rob in
notranjost trikotnikov) pa imenujemo nosilec polnjenja N (P ).
Vsakemu polnjenju oziroma prekritju lahko torej priredimo triangulacijo, ki po-
krije dobr²en del domene. Obratno seveda ne drºi  ni vsaka triangulacija tudi no-
silec kakega polnjenja oziroma prekritja (protiprimere najdemo ºe med trikotniki).
Natan£neje, iz triangulacije lahko konstruiramo polnjenje natanko takrat, ko obstaja
preslikava vj → R(vj), ki vsakemu vozli²£u priredi ustrezen radij ter upo²teva tudi
sosednost kroºnic. Izkaºe se, da lahko obstoj slednje zagotovimo, kadar obravna-
vamo zaporedja triangulacij z ustrezno konvergenco, [7, poglavje 11.6].
2.2. Konstrukcija zaporedja preslikav. Dodobra smo spoznali metodo polnjenja
s kroºnicami, sedaj pa nas £aka le ²e zadnji korak tega poglavja  konstrukcija
zaporedja preslikav, ki naj bi v limiti konvergirale k preslikavi iz Riemannovega
upodobitvenega izreka. Za£eli bomo na diskreten na£in.
V prej²njih dveh razdelkih smo ugotovili, da lahko vsakemu polnjenju oziroma pre-
kritju priredimo nosilec oziroma triangulacijo. e to storimo za regularno ²estkotno
prekritje, dobimo povezan nabor enakostrani£nih trikotnikov, ki naj bi jih preslikali
v notranjost enotskega diska. Pri tem si seveda ºelimo, da bi na²a preslikava imela
dve lastnosti: prvi£, da bi ²lo za izomorﬁzem grafov, in drugi£, da bi nosilcu v sliki
pripadalo maksimalno polnjenje. Da je to mogo£e, pove naslednji izrek.
Izrek 2.1 (o obstoju maksimalnega polnjenja). Naj bo Ω ⊂ C enostavno povezano
obmo£je in P njegovo regularno ²estkotno prekritje. Potem obstaja maksimalno pol-
njenje s kroºnicami Q mnoºice D, za katerega sta nosilca N (P ) in N (Q) izomorfna.
Ideja dokaza. Podroben dokaz se nahaja v [7, poglavje II., str. 5172], temelji pa na
Perronovi metodi z uporabo hiperboli£ne geometrije. Mi bomo na tem mestu omenili
le algoritmi£ni pristop, ki se uporablja v praksi. Polnjenju P priredimo triangulacijo
T , ki je podana kot seznam vozli²£ in njihovih sosed, nato pa naklju£no generiramo
mnoºico radijev R(v). Nato s pomo£jo kosinusnega izreka za vsako vozli²£e v izra£u-
namo notranji kot trikotnika triangulacije pri vozli²£u v. e se²tevek vseh notranjih
kotov θ(v) ni enak 2π, vrednost R(v) prilagodimo in postopek ponovimo tudi na
drugih notranjih vozli²£ih, dokler vse vrednosti v notranjih vozli²£ih ne zado²£ajo
|2π − θ(v)| < ϵ, kjer je ϵ > 0 neka izbrana meja. Tako dobimo polnjenje P , ki pa
ni nujno maksimalno. Nato razdelimo kroºnice na notranje in zunanje. Slednje na
vsakem koraku pove£amo za dolo£en faktor, pri tem pa pazimo, da prilagodimo tudi
lego in velikost notranjih kroºnic. Postopek ponavljamo, dokler niso vsi notranji
koti pribliºno enaki 2π, radiji zunanjih kroºnic pa mnogo ve£ji od radijev notranjih.
Kon£no dobljen vzorec v ravnini R2 slikamo v hiperboli£no ravnino in dobimo ºeleno
maksimalno polnjenje. 
Z izrekom smo dobili zagotovilo, lahko na vsakem koraku iterativnega procesa
najdemo neko maksimalno polnjenje za D ter diskretno preslikavo med nosilci. Iz-
bira maksimalnega polnjenja seveda ni enoli£na, saj do razli£nih polnjenj pridemo
na primer ºe z razli£nimi rotacijami. Naslednji korak bo, da omenjeni izomorﬁ-
zem raz²irimo tudi v notranjost triangulacije. To storimo s predpisom, ki smo ga
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predstavili v razdelku 1.2, in sicer
fT (λ1a1 + λ2a2 + λ3a3) = λ1a
′
1 + λ2a
′
2 + λ3a
′
3.
Opazimo, da za to£ke, ki leºijo na stranici a1a2, velja λ3 = 0, zato se predpis ujema
s tistim, ki ga na isti na£in deﬁniramo na sosednjem trikotniku s skupno stranico
a1a2. Na ta na£in lahko deﬁniramo funkcijo f , ki ima na poljubnem trikotniku T
iz nosilca predpis fT . Po konstrukciji gre za odsekoma aﬁno ter globalno zvezno
preslikavo. V naslednjem poglavju bomo dokazali, da je tudi kvazikonformna, v
limitnem polnjenju pa celo konformna. Ker taka preslikava sedaj bijektivno preslika
tudi notranjost nosilca N (P ) v notranjost nosilca NQ), bomo zanjo uporabljali
oznako f : N (P )→ N (Q).
Zapi²imo sedaj glavni izrek, kot sta ga formulirala Burt Rodin in Dennis Sulli-
van leta 1987 v svojem £lanku The Convergence of Circle Packing to the Riemann
mapping [6]. Dokazali ga bomo v naslednjem poglavju.
Izrek 2.2 (Rodin in Sullivan). Naj bo Ω ⊂ C prava, enostavno povezana in odprta
mnoºica. Za n ∈ N naj bo Pn prekritje Ω s kroºnicami radija 1/n in Qn pripadajo£e
maksimalno polnjenje D, ki porodi odsekoma aﬁno preslikavo fn : N (Qn)→ N (Pn).
Tedaj obstaja K ≥ 1, da je vsaka preslikava fn K-kvazikonformna, ter obstaja podza-
poredje, ki konvergira enakomerno po kompaktih k biholomorfni preslikavi F : Ω→ D
iz Riemannovega upodobitvenega izreka.
3. Dokaz izreka RodinSullivan
V prej²njem poglavju smo enostavno povezano obmo£je prekrili z regularnim ²est-
kotnim prekritjem Pn, sestavljenim iz kroºnic z radijem 1n . Nato smo mu priredili
maksimalno polnjenje Qn diska z izomorfnim nosilcem ter deﬁnirali odsekoma aﬁno
preslikavo fn : N (Pn)→ N (Qn). V tem poglavju bomo dokazali, da zaporedje takih
preslikav konvergira proti preslikavi iz Riemannovega izreka. To bomo storili v treh
korakih:
(1) S pomo£jo leme o dolºini radija 3.1 bomo pokazali, da radiji robnih kroºnic
v D konvergirajo k ni£, ko po²ljemo n → ∞. Torej polnjenja Qn v limiti
iz£rpajo D.
(2) Dokazali bomo obro£no lemo 3.2, ki zagotovi, da je vsaka preslikava fn kva-
zikonformna.
(3) Pokazali bomo, da gre faktor kvazikonformnosti z manj²anjem kroºnic proti
vrednosti 1. To pomeni, da je limitna preslikava konformna.
3.1. Konvergenca robnih kroºnic. Najprej razloºimo, zakaj je obravnava kon-
vergence robnih kroºnic v polnjenju Qn pomembna. Preslikave fn : N (Pn)→ N (Qn)
smo konsturirali kot aﬁne raz²iritve izomorﬁzmov med nosilci prekritja oziroma pol-
njenja. Vendar pa kljub maksimalnosti slednjega ne moremo zagotoviti, da bi zaloga
vrednosti fn prekrila celoten disk, saj se sredi²£a kroºnic oziroma kraji²£a triangu-
lacij nahajajo v njegovi notranjosti. Posledi£no preslikava fn ni surjektivna, ko slika
v D. Vseeno se bo izkazalo, da se z zaporednim zmanj²evanjem kroºnic v original-
nem prekritju Pn zmanj²ujejo tudi robne kroºnice v Qn in da dobivamo obmo£ja,
ki se vedno bolj prilegajo ºeleni kodomeni. Temu pravimo, da pokritja Qn v limiti
iz£rpajo enotski disk.
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Ob tem pripomnimo, da pri obmo£ju Ω oziroma deﬁnicijskem obmo£ju preslikav
fn tovrstnih teºav nimamo. Tam namre£ izbiramo regularna ²estkotna prekritja z
radiji enakimi 1
n
, njihovi nosilci pa se za velike n ujemajo z obmo£jem Ω.
Slika 9. Neusklajenost nosilca polnjenja Qn ter obmo£ja D.
Lema 3.1 (Lema o dolºini radija). Naj bo Q maksimalno polnjenje za D in naj bo
c kroºnica v Q. Naj bodo S1, . . . , Sk disjunktne verige kroºnic v Q, ki lo£ijo kroºnico
c od sredi²£a D in se za£nejo in kon£ajo v robni kroºnici. e v verigi Si ozna£imo
²tevilo kroºnic z di, velja ocena
r(c) ≤ (d−11 + d−12 + · · ·+ d−1k )−
1
2 ,
kjer je r(c) radij kroºnice c.
Dokaz. Naj bodo rij radiji kroºnic v verigi Si, kjer je 1 ≤ j ≤ di. Oglejmo si izraz( di∑
j=1
rij
)2
.
Po Cauchy-Schwarzevi neenakosti velja:( di∑
j=1
rij
)2
= (1 · ri1 + 1 · ri2 + · · ·+ 1 · ridi)2
≤ (1 + · · ·+ 1)(r2i1 + r2i2 + · · ·+ r2idi) = di
di∑
j=1
r2ij.
Naj bo li geometrijska dolºina verige Si, to je dolºina lomljene daljice, ki poteka od
za£etka do konca verige Si skozi sredi²£a kroºnic. Zapi²imo
li
2
=
di∑
j=1
rij.
Skupaj s prej²njim ra£unom dobimo(
li
2
)2
≤ di
di∑
j=1
r2ij
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oziroma
l2i d
−1
i ≤ 4
di∑
j=1
r2ij.
e upo²tevamo, da so vse kroºnice znotraj enotskega diska, lahko uporabimo oceno∑di
j=1
∑k
i=1 r
2
ij ≤ 1. Se²tejmo zdaj zgornji izraz po indeksih i  po vseh verigah Si,
torej zapi²imo
k∑
i=1
l2i d
−1
i ≤ 4
k∑
i=1
di∑
j=1
r2ij ≤ 4.
Naj bo l = min{l1, l2, . . . , lk} minimalna geometrijska dolºina verig S, ki zado²£ajo
pogojem izreka. Potem velja
l2
k∑
i=1
d−1i =
k∑
i=1
l2d−1i ≤
k∑
i=1
l2i d
−1
i ≤ 4,
kar lahko poenostavimo v
l2 ≤ 4
( k∑
i=1
d−1i
)−1
.
Opazimo, da mora veljati l ≥ 2r, kjer je r polmer za£etnege kroºnice c, saj so verige
disjunktne in o£itno mnogo dalj²e od obsega c. Zgornji izraz zato preoblikujemo v
r2 ≤ l
2
4
≤
( k∑
i=1
d−1i
)−1
,
iz £esar sledi, da je
r ≤
( k∑
i=1
d−1i
)− 1
2
,
kar je natanko ocena iz leme. 
Naj bo s vozli²£e nosilca Pn, ki ustreza vozli²£u sredi²£a diska pri na²i preslikavi
fn, in naj bo pn poljubno drugo vozli²£e na robu nosilca Pn. Pravimo, da se pn
nahaja v m-ti generaciji s, £e je najkraj²a veriga med njima dolga m+1. Opazimo,
da ²tevilo generacij m sovpada s ²tevilom verig kroºnic S1, S2, . . . , Sm, ki lo£ujejo
kroºnico s sredi²£em pn od tiste s sredi²£em s in ki se za£nejo in kon£ajo v eni
izmed robnih kroºnic. Pri ²estkotnem prekritju dolºino di take verige z i kroºnicami
ocenimo z
di ≤ 6 · i.
Res, zaradi ²estkotnega prekritja ima vsaka kroºnica 6 sosed, na vsakem koraku
pove£evanja generacije pa dolºina cikla okrog izhodi²£ne kroºnice naraste za ²tevilo
6.
Ista vozli²£a in verige zdaj preslikajmo v polnjenje Qn ter sredi²£e kroºnice, ki
pripada kroºnici s sredi²£em pn v Pn, ozna£imo s qn. Ker je fn ustrezna bijekcija
med Pn in Qn, tudi fn(S1), fn(S2), . . . , fn(Sm) lo£ujejo qn od sredi²£a, pri £emer
se verige za£nejo in kon£ajo v robnih kroºnicah. S pomo£jo leme 3.1 in zgornje
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Slika 10. Primer diskretne preslikave polnjenja ter ozna£ene genera-
cije od vozli²£ pn in qn, [5, str. 21, slika 3.1].
neenakosti lahko zapi²emo
r(qn)
2 ≤ 1
( 1
d1
+ 1
d2
+ · · ·+ 1
dj
)
≤ 1
(1
6
+ 1
12
+ · · ·+ 1
6j
)
.
V imenovalcu ulomka prepoznamo ²estino delne vsote harmoni£ne vrste, ki se s
pove£evanjem ²tevila £lenov pribliºuje neskon£nosti. To pomeni, da gre ulomek k
ni£elni vrednosti, ko po²ljemo n → ∞. S tem smo dokazali, da se radiji robnih
kroºnic v Qn zmanj²ujejo, nosilci N (Qn) pa v limiti iz£rpajo ves D.
3.2. Kvazikonformnost aﬁnih raz²iritev. Na² naslednji cilj bo dokazati, da so
vse odsekoma aﬁne preslikave fn kvazikonformne. Vsako prekritje Pn je regularno in
²estkotno, zato je pripadajo£i nosilec sestavljen iz samih enakostrani£nih trikotnikov.
Na drugi strani so pokritja Qn zgolj maksimalna, kar pomeni, da praviloma nimajo
regularne strukture. Imajo pa klju£no lastnost, da ima vsaka ne-robna kroºnica
natanko ²est sosed. To omogo£a oceno in omejitev kvazikonformnega popa£enja, ki
se zgodi z odsekoma aﬁno transformacijo.
Spomnimo na deﬁnicijo kvazikonformnosti iz poglavja 1.2. Kvazikonformna pre-
slikava slika kroºnice v elipse omejene ekscentri£nosti, kjer stopnjo konformnosti ali
dilatacijo deﬁniramo kot koli£nik velike in male polosi elipse
Df (z0) = lim sup
δ→0
Lδ
lδ
,
pri £emer je dilatacija odvisna od to£ke, v kateri jo ra£unamo. Na²a naloga bo
pokazati, da obstaja K ≥ 1, za katerega je Dfn(z0) ≤ K za vsak z0 ∈ Ω. To nam
bo omogo£ila naslednja lema.
Lema 3.2 (Obro£na lema). Za poljuben nabor n ≥ 3 tangentnih kroºnic, ki tvorijo
cikel okoli enotskega kroga, obstaja ²tevilo r > 0, ki je manj²e od radija vsake izmed
njih in je odvisno le od dolºine cikla.
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Slika 11. Primer cikla desetih kroºnic okrog enotskega diska.
Ideja dokaza. Naj bo k ≥ 3 ²tevilo kroºnic, ki tvorijo cikel okrog enotskega diska
c0. e so vse kroºnice enako velike, je njihov radij kar iskani r iz leme, saj bi z
zmanj²evanjem radija kroºnic ustvarili vrzel in pretrgali cikel.
Sedaj vzemimo k kroºnic ne-enakih velikosti. Opazimo, da je radij najve£je zago-
tovo ve£ji ali enak radiju v primeru, ko so kroºnice v ciklu enako velike. Ozna£imo
najve£jo kroºnico s c1 in si oglejmo njeno sosedo c2. Ta je tangentna na enotski disk
Slika 12. Primer zmanj²evanja radija kroºnic v ciklu dolºine k.
c0 in na c1. Manj²a kot je, bolj globoko v razpoki med c0 in c1 bo leºala. Posledi£no
bo morala biti tudi njena soseda c3 primerno majhna, da bo lahko tangentna na
c0 in c2 ter bila disjunktna s preostalimi ºe dolo£enimi kroºnicami. e razmislek
induktivno nadaljujemo, opazimo, da se z zmanj²evanjem radija kroºnice c2 zmanj-
²ujejo tudi vse preostale kroºnice. Teºava pa je, da v nekem trenutku njihovi radiji
postanejo premajhni, da bi lahko ²e sklenile cikel okoli kroºnice c0. To pomeni, da
je radij kroºnice c2 navzdol omejen.
Enak argument uporabimo tudi pri zmanj²evanju ostalih kroºnic, nato pa izmed
vseh spodnjih mej za radije kroºnic izberemo najmanj²o. Tako dobimo ²tevilo r > 0
iz leme, ki zado²£a pogoju, da je manj²e od radijev vseh kroºnic v ciklu. 
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Posledica 3.3. Obstaja kompaktna mnoºica E ⊂ H z lastnostjo: poljuben trikotnik
T , ki pripada nosilcu ²estkotnega polnjenja, lahko normiramo do trikotnika z ogli²£i
0, 1 in z ∈ E.
Dokaz. Naj bo T trikotnik, ki povezuje sredi²£a kroºnic c1, c2 in c3 z radiji r1, r2
ter r3. Brez ²kode za splo²nost predpostavimo, da je c1 notranja kroºnica, torej ne
robna. Opazovan trikotnik T ima torej stranice dolge a = r1 + r2, b = r2 + r3 ter
c = r1 + r3. Za za£etek pokaºimo, da lahko omejimo stranico b.
Slika 13. Prvoten trikotnik in dva zaporedna sredi²£na raztega, prvi
s faktorjem 1/r1, drugi pa z 1/(1 + r2r1 ).
Ocene navzgor se lotimo s protislovjem. Najprej trikotnik T ustrezno sredi²£no
raztegnemo s faktorjem 1/r1 tako, da ima kroºnica c1 radij dolºine 1, kroºnici c2 in
c3 pa radija r2/r1 in r3/r1. Denimo zdaj, da ne obstaja zgornja meja za radija r2/r1
ter r3/r1, kar pomeni, da je stranica b′ lahko poljubno velika. Na tem mestu lo£imo
dva primera. e je c2 notranja kroºnica, njen radij pa je poljubno velik, je kroºnica
c1 v primerjavi z njo poljubno majhna. Po obro£ni lemi pa obstaja spodnja meja
za n = 6, ki omejuje tudi radij kroºnice c1. Torej lahko zaklju£imo, da c2 ne more
biti poljubno velika. e je c2 robna kroºnica, nam lema o dolºini radija 3.1 daje
zgornjo mejo zanjo, zato prav tako zaidemo v protislovje s predpostavko, da je radij
neomejen.
Oceno lahko napravimo tudi za trikotnik, normiran kot v posledici 1.10. Stranica
a′′ je tedaj dolga 1, opazovano stranico b′ = r3
r1
+ r2
r1
pa je potrebno deliti z dolºino
stranice a′ = 1 + r2
r1
. S tem dobimo novo dolºino b′′, ki se glasi
b′′ =
r3
r1
+ r2
r1
1 + r2
r1
.
Od vseh prej dobljenih zgornjih mej zdaj izberemo najve£jo, jo ozna£imo z R ter
zapi²emo oceno
b′′ =
r3
r1
+ r2
r1
1 + r2
r1
<
2R
1
=: Rb.
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Spodnjo mejo poi²£emo s pomo£jo obro£ne leme. Najprej na enak na£in sredi²£no
raztegnimo trikotnik tako, da je radij kroºnice c1 enak 1. Ker smo privzeli, da je c1
notranja, obstaja cikel ²estih kroºnic okoli nje, obodna lema pa zagotovi, da imajo
vse kroºnice v ciklu radij ve£ji od neke konstante r za n = 6. Radija novih kroºnic
c2 in c3 zato lahko ocenimo na slede£ na£in:
r3
r1
> r,
r2
r1
> r,
oziroma
r3 > r1 · r, r2 > r1 · r.
V normiranem trikotniku tedaj stranico
b′′ =
r3
r1
+ r2
r1
1 + r2
r1
lahko s pomo£jo obodne leme in prej dobljene zgornje meje za stranico b′ ocenimo z
izrazom
b′′ ≥ 2r
1 + r2
r1
≥ 2r
1 +R
=: rb.
Na enak na£in ocenimo ²e dolºino stranice c′′.
Dobili smo torej zgornjo in spodnjo oceno za normirani stranici rb ≤ b′′ ≤ Rb in
rc ≤ c′′ ≤ Rc. Ker velja, da je
s = a′′ + b′′ + c′′ ≥ 1 + rb + rc,
lahko s Heronovim obrazcem navzdol omejimo tudi plo²£ino trikotnika T in njegovo
normirano vi²ino v, ki je pravokotna na stranico a′′ = 1:
v = 2S =
√
s(s− a′′)(s− b′′)(s− c′′) ≥ rv > 0.
Tako lahko sedaj tudi eksplicitno zapi²emo iskano kompaktno mnoºico E. In sicer
kot presek zaprtih diskov s sredi²£ema v 0 in 1 ter radijema Rb oziroma Rc, ki mu
odvzamemo del polravnine H, kjer je Im(z) < rv. 
Obro£na lema in njena posledica nam torej povesta, da triangulacije, ki pripadajo
²estkotnim polnjenjem, ne morejo biti poljubne. Konkretno, odsekoma aﬁne presli-
kave fn med slikanjem ne degenerirajo enakostrani£nih trikotnikov oziroma storijo
to na kontroliran na£in. Ker za poljubno kompaktno mnoºico E ⊂ H posledica 1.10
zagotavlja obstoj konstantne K ≥ 1, ki omeji dilatacijo, sledi, da so vse preslikave
fn K-kvazikonformne za isti K.
3.3. Konvergenca zaporedja in limitna funkcija. V prej²njem razdelku smo
pokazali, da so vse preslikave fn v iterativnem procesuK-kvazikonformne. Po izreku
1.11 zato obstaja podzaporedje f{nj}, ki konvergira proti f , limitna funkcija f pa je
bodisi K-kvazikonformna bodisi konstantna. Na²a ºelja je pokazati, da je v resnici
1-kvazikonformna oziroma biholomorfna.
Za£nimo s protislovjem. Denimo, da je f konstantna. Po konstrukciji obstaja
xj > 0, da velja fj(w1) = 0 in fj(w2) = xj za neki to£ki w1 ̸= w2 iz mnoºice Ω.
Izberemo tako kompaktno mnoºico E ⊂ Ω, ki vsebuje 0 in xj in da je mnoºica
K = f−1(E) omejena. Izberemo si konstanto c, da K v celoti leºi znotraj odprtega
diska s sredi²£em w1 in radijem c > 0, ter vse skupaj s translacijo za w1 in sredi²£nim
raztegom za faktor 1
c
preslikamo na enotski disk s predpisom g(w) = w−w1
c
. Na
odprtem enotskem disku zdaj lahko uporabimo diskretno Schwarzevo lemo [7, str.
161], ki pravi, da za poljubni notranji sredi²£i u in v s pripadajo£ima kroºnicama
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c(u) in c(v) iz polnjenja Q, kjer je f : Q → P diskretna preslikava diska D nase,
velja zveza
d(f(c(u)), f(c(v))) ≤ d(c(u), c(v)).
Prek kompozituma g ◦ f−1j |E tako dobimo oceno
0 <
|w1 − w2|
c
< xj.
Ker so vsi £leni xj omejeni, obstaja stekali²£e x tega zaporedja. Iz zgornje ocene
sledi, da x ̸= 0, zato velja
f−1|E(x) = lim
j→∞
f−1j |E(x) = w2 ̸= w1 = lim
j→∞
f−1j |E(0) = f−1|E(0).
Limitna funkcija f torej ni konstantna, temve£ K-kvazikonformna.
Naslednji korak bo pokazati, da lahko v limiti predpostavimo, da je K = 1. Za
to potrebujemo naslednjo lemo.
Lema 3.4 (estkotna lema). Naj bo c1 kroºnica v polnjenju P , ki jo obdaja n ge-
neracij disjunktnih ciklov ²estkotnega polnjenja. Tedaj obstaja monotono padajo£e
zaporedje ²tevil sn z limito limn→∞ sn = 0, da za vsako kroºnico c, tangentno na c1,
velja neenakost ⏐⏐⏐1− r(c)
r(c1)
⏐⏐⏐ ≤ sn.
Opomba 3.5. Lema pove, da so si radiji sosednjih kroºnic, ki so globlje v polnjenju,
med sabo bolj podobni kot tisti, ki leºijo blizu roba. Intuitivno si to lahko predsta-
vljamo s postopkom nizanja generacij okoli za£etne kroºnice. e bo na primer prvi
cikel izbran preve£ poljubno, ne bomo mogli dodati ²e ene generacije, ki bi imela
lastnost, da imajo vse kroºnice v prvem ciklu natanko ²est sosed.
Skica dokaza. Za dokaz leme je klju£no netrivialno dejstvo, da je vsako ²estkotno
pokritje kompleksne ravnine tudi regularno [6, Appendix 1]. To pomeni, da kadar
ºelimo prekriti ravnino, manevrskega prostora za kroºnice razli£nih radijev ni. V
nasprotnem primeru se namre£, podobno kot zgoraj, pri nizanju generacij okoli sre-
di²£ne kroºnice te v neki pozni generaciji za£nejo prekrivati, kar pomeni, da postopka
ne moremo nadaljevati.
Isto sliko dobimo tudi v na²em primeru. Naj bo Qn zaporedje maksimalnih pol-
njenj za D in naj bo cn0 kroºnica, ki vsebuje sredi²£e diska. e celoten nabor kroºnic
Qn vsaki£ znova normiramo tako, da je radij kroºnice cn0 enak 1, dobimo nov nabor
polnjenj Q˜n, ki so vsebovana v vedno ve£jih diskih. Z nekaj poglobljene kombina-
tori£ne analize se izkaºe, da lahko zaradi ﬁksne stopnje pripadajo£ih triangulacij s
konstantno stopnjo vozli²£ 6 iz njega izlu²£imo podzaporedje, ki konvergira k ²est-
kotnemu pokritju cele ravnine (druºina osnovnih triangulacij Tn je na nek na£in
normalna, glej [7, 11.14]). Vendar pa zaradi enoli£nosti ²estkotnih prekritij ravnine
ugotovimo, mora biti to prekritje regularno, kar pomeni, da so z ve£anjem generacij
v polnjenju tudi radiji sosednjih kroºnic vedno bolj enaki. 
Konvergenco preslikav fn bomo obravnavali na kompaktnih podmnoºicah E ⊂ Ω.
Privzemimo torej, da je n dovolj velik, da velja E ⊂ N (Pn). To pomeni, da je
polnjenje ºe dovolj gosto, da nosilec polnjenja prekrije E in so tam ºe deﬁnirane
odsekoma aﬁne preslikave. Nadalje vemo, da za vsak tak n obstaja ²tevilo mn, za
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Slika 14. Temnej²a barva predstavlja ve£jo dilatacijo, trikotniki,
obarvani z belo, pa podro£je z dilatacijo K = 1. Pri gostitvi pol-
njenja postanejo trikotniki, ki so globlje v polnjenju, enakostrani£ni.
katerega so trikotniki iz nosilca, ki so vsebovani v E, vsaj mn generacij stran od
roba. Po ²estkotni lemi 3.4 zato obstaja tako zaporedje smn , da velja⏐⏐⏐1− r(c)
r(c1)
⏐⏐⏐ ≤ smn
za poljubni sosedi c, c1 iz E. To pomeni, da velja ocena
1− smn ≤
r(c)
r(c1)
≤ 1 + smn .
Razmerja med stranicami se tako vedno bolj pribliºujejo enotski vrednosti, kar po-
meni, da so trikotniki v notranjosti Qn vedno bolj enakostrani£ni. Preslikava fn
je zato Kn-kvazikonformna, kjer za konstanto Kn velja, da je K ≤ Kn ≤ 1, to je
manj²a od enakomerne meje, ki smo jo konstruirali v prej²njem poglavju. V limiti
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zato velja, da gre z n→∞ zaporedje smn → 0 in
1− smj ≤ r(c)r(c1) ≤ 1 + smj
↓ ↓
1 ≤ r(c)
r(c1)
≤ 1
.
Limitna preslikava f je torej 1-kvazikonformna, kar sovpada s pojmom konformnosti
ter  zaradi na£ina njene konstrukcije  tudi biholomorfnosti.
Ker je zgornji razmislek dober za vsako kompaktno podmnoºico E v D, je f
biholomorfna na celem disku, kar pomeni, da se limitna funkcija na²ega iterativnega
procesa res ujema s preslikavo iz Riemannovega upodobitvenega izreka.
Slovar strokovnih izrazov
barycentric coordinates baricentri£ne koordinate
carrier of packing nosilec polnjenja
circle packing polnjenje s kroºnicami
chain of circles veriga kroºnic
dilatation dilatacija
hexagonal packing ²estkotno polnjenje
regular hexagonal packing ²estkotno regularno polnjenje
quasiconformal mapping kvazikonformna preslikava
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